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古典力学は、このような置き換えを行うことによって量子力学へと移行できる。これを量
















































からである。従って、粒子のつめ方は、 (1)箱1に2粒子、 (2)箱2に2粒子、 (3)箱1に















W(6，6) =方宮山川1似 1)] 
のように(反)対称化される。ここで、ボース統計の場合はプラス符号、フェルミ統計の
場合はマイナス符号をとるものとする。 2粒子を状態、むとと2に見出す確率は、






































kBTBEC '" nwNk 
が得られる。典型的な値として、 ω=103Hz、N= 106を代入すると、 TBEC'" 10-6Kが
えられる。これは、測定値とほぼ一致する。
原子が理想、気体であるとすると、絶対零度で、はすべての原子が調和振動子の最低エネル
ギー状態に落ち込んでいるはずである。この時のBECの大きさ Rは、 Mω2R2 /2'" nω/4 




































?? ??? (8) 
となり、熱力学的ポテンシャル(thermodynamicpotential) 




k- θμ eβ(f正一μ)ー 1
(9) 
、 ? ， ， ， ，? ???， ， ? ?
で与えられる。
化学ポテンシャル μは、ボース粒子の総数の平均値が N に等しいという条件
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?? 。??? (12) 
に従って積分に置き換えることができる。ここで、 Dは空間の次元、 gはスピン縮退度と
呼ばれる量で、スピンの大きさが Sの場合g= 2S+1で与えられる。 3次元空間 (D= 3) 
の場合は (11)は次のように書き換えられる。
Ngf J3L1 
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D-U (g((3/2))2/3 m ¥V ) g2/3 m ¥V) (16) 
九より低温で、は化学ポテンシャルはゼ、ロなので (13)の右辺の計算結果は (14)の右辺
で九を Tで置き換えたものに等しくなる。

























164at]=ふーk' '"fd - vk，k" 
から場の演算子の交換関係
[合(i)，金t(の]= o(i -y)， 
[af' af'] = 0， la;，abl=0 





{aμk，} =え，;;" {a五，a;，}= 0， {ai?ab}=。
から場の演算子が従う反交換関係

















Ix) =合t(x)lvac) (28) 
であることがわかる。異なる 5チFに対する状態 Ix)とIX')は直交している。実際、 (20)
より









(MAl叫ん)=4D(い σ(1)d(込-ι(2)). . d(ゐ-Xu(N)) (31) 
V lV!σ 
であり、フェノレミ粒子系の場合は
川ゐlMA)=方iZS伊 (σ)d(名-ι(1))dル ω)). . . d(ゐ-X，σ(N)(ロ)
で与えられる。ここで、 σは置換演算子である。ここでは、 N=2の場合について証明
を行い、一般の証明は読者にゆだねる。合(i)lvac)= 0であることを使うと




N粒子からなる系が状態 |φ)にあるとき、この状態に対する 1粒子密度行列 (single-









系が直交するいろいろな状態 |φn)(n = 1，2，.一)に確率Pnで分布している場合は、 1
粒子密度行列は次のように与えられる。
(35) pl(i， y)=乞Pn{叫が(i)金(の|争n)
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([合，a;ad)


























に従う。ここで、化学ポテンシヤル μは(匂)の k積分が全粒子数密度 η に等しいとい
う条件から決められる。すなわち、
(勺)= eβ(μ一句)
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p(iI，"'， iN; yI，"'， yN) = Uh，"'， Y'NIsliI，"'， XN) (51) 
を用いると、 (50)は次のように書ける。
向州(伊刊，の=ベ(到仰恥州ん州1市刺|戸向5めト)= Jμdゐ jμd仇 ρ仰(伊5久仏うゐ九，"'，XNふ;y:
これが (σ34の)と同等でで、あることは容易に示すことが出来る。
P1を対角化して得られる固有値の最大値をη2Lとすると、 BECが存在するための条









(仰1X)=η払(倒的(並li)+ L nS1)(到ν)(ν|め (54) 







波動関数は 1/νIV(Vは系の体積)のオーダーなので熱力学的極限あるいは Ii'-yI-→∞ 
なる極限をとると右辺の第一項以外の項はゼロとなる。従って、世(i')を



























三=IT L (e{3{J日内nk= IT(1 + e{3(μ-fk)) 
で与えられる。熱力学的ポテンシャルは
Q = -s-11n3 = -s-1In(1 +εβ(μ-fk)) 























内 =B(kF -Ikl) 
問題絶対零度に対する理想、フェルミ気体に対して 1粒子密度行列を計算して、それが
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(66) P2 =η2L|ゆ)(ゆ1+玄ザ)1μ)(μ| 




(例r4;'品rι~Iい仇p向21作札r町九I，う， r巧ω2公)= φ (川r叫;? rιω~) 争グ引$吋(r1町I，グ，r2乃)+ ~ε: ηザr) (r ;h?グ，r~1ι刈;計μ|いμω州)(ゆ(ωμ|札r1九，グr2巧ω) 仰6釘m7η ) 
ボース粒子の場合と同様の議論により、 Ir1-r~1 →∞とすると右辺の第 1 項以外は消え
るが、右辺の第一項はr1~ r~ かつ r2 ~ r~ であれば残る。このとき (r~ ， r~1ゆ)は、 1jVV
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ゆが虚部を持つ場合は、励起は密度の変化を伴い音波となる o 音波の速度を Vx = 
ccos(kx一ωt)とすると、それに伴う密度波は連続の方程式





















Pl(X，y;t) = (仰1(t)lx) =玄ル(t)(伺ν(t)(ν(t)lx) =乞ル(t)切(幻)ψν(仰) (80) 
νで、ラベルづ、けされる状態のうちで、ボース凝縮している状態が1つだけ存在すると仮定
し、それを ν=0としよう。このとき、 ηorv O(N)で他の状態に対しては%削 rv0(1) 
である。 ν=0以外の状態はすべて 0(1)のオーダーの微小量で、しかも互いに直交してい
るので、 Ix-yJ→∞では (44)の右辺の第二項と同様に打ち消しあい、 ν=0の項の寄
与に比べて無視することができる。従って、

















p(x， t) = A2(X， t) (86) 
内 h
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となるのでrotvsはゼロと異なる値を取れる。ビーカーの半径を R、角速度を Q とすると
(1，=0，士1，士2，..) f=κ。η"

















(96) [ß(η ，<þ(~)] = 必(r-~)
(97) φ(η = -'lー と8s(η 。(η=t-1-6や(fγ
実際、 (96)より
が成立するので、
(98) [s(r)， eiφ(rl)] = _eiφ(〆)O(r-r') [e坤(r)，s(r')] = e伸(勺(r-r')， 
が成立する。更に、
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6この近似の意味を明らかにするために、次の交換関係を考えよう。
[A，En] = [A，E] En勺 E[A，E] En-2 +... + +En寸A，E]~ [A，E] (En)' 
右辺の最後の近似が成立するならば
[λf(企)]=お[A，f(n) (0)か]= [A，E]お(釘=[A，E] f( 
となり、 (99)が正当化される。(*)で行った近似は









ふ三訂作)dr，N = J仲 )dr
のように定義すると、次の粒子数と位相の不確定性関係、が導かれる。
(102) 














? ? (105) 
両辺の期待値を取り、(ゆ)=ゆ、 (H)= Eと置くと
θゆ 1θE 1 
(106) 






























Ps V s + Pn V n = -¥l P (112) 
丸に (107)を代入すると
????????? ?? ?? ? (113) 
ここで、系全体が温度が T、圧力が P、全粒子数が Nの熱平衡状態にある場合を考
えよう。温度、圧力、粒子数を熱力学的変数とする熱力学関数はギブスの自由エネルギー
G(T，P，N)である。 Gは示量変数としては粒子数を含むだけなので
G(T，P，αN)=αG(T， P， N) (114) 
両辺を αで微分して α=1とおけば
θG 




dG = -SdT + V dP +μdN (116) 
に代入すれば次のギブスーデュエムの関係式 (Gibbs-Duhemrelation)が得られる。
SdT -V dP +.Ndfι= 0 (117) 
系の温度変化がない場合 (dT= 0)は
































PIIGS) = 0 
乃lIGS)= -mvNIGS) 




PIIEp， p)= PIEp， p) (124) 
PnlEp， p)= (p -mvN)1εp， p)(125) 
HIIEp， p)= (Eo十句)kp，p)， 





である。こうして不純物の速度が流体の位相速度 Ep/pを超えると f}= cos-1(f.p/PlI)を満
足する 0方向に運動量が pで、エネルギー がf.p の励起が放出される(これはチェレンコフ
放射)。こうして、不純物の運動が超流動体系を励起するために必要な最小速度は
Ep -pv (外部ポテンシヤルの静止系からみた素励起のエネルギー)
















と表せる。ここで α，bは、条件 la2+ Ibl2 = 1を満足する複素数である。絶縁体付近で
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12 W. K. Wootters and W. H. Zurek， Naもure299， 802 (1982); D. Dieks， Phys. Lett. A 92， 271 (1982). 
これと相補的な定理として、最近、未知の量子状態を消去することができないことが示された。 A.K. Pati 
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している。時刻 t= 0で系が状態 A(B)に見出される確率を PA(PB)とする。そ
して、時刻 t.> 0で2回目の測定を行った場合に系が状態 C に見出される条件
付確率を P(CIA)(P(CIB))と書こう。他方、時刻 f，= 0で、測定を行わなかった
場合に、時刻 tで系が状態 Cに見出される確率 P(C)は次のように与えられる。
P(C) = P(CIA)PA + P(CIB)PBすなわち、測定行為は統計性に影響を与えない。




て観測量 Qのとりうる値が +1または -1であるとしよう。時刻むくらくらくらに
おいて Q を観測した測定値を Ql，Q2， Q3， Q4とし、これらの値が得られる確率密度を
P(Ql，Q2， Q3，Q4)としよう。このとき、時刻 tl、らにおける測定値の相関関数は次のよ
うに定義される。
K12 = (QIQ2)三 乞 QIQ2P(Ql， Q2， Q3， Q4) (136) 
Ql，Q2，Q3，Q4=土1
他の相関関数 K13，K14， K23， K24も同様に定義される。このとき、次の不等式が成立する。
1 + K12 + K23 + K13さo (137) 
IK12 + K23十K34-K141 :; 2 (138) 
これらをレゲットーガーグの不等式という。
証明は次のようにしてなされる。 Qr= 1に着目すると
IQIQ3 + Q2Q31 = I(QIQ3 + Q2Q3)Q2Q31 = QIQ2十1
よって、
-(QIQ3 + Q2Q3)三QIQ2+ 1 
両辺に P(Ql，Q2，Q3，Q4)を掛けて平均すれば (137)が得られる。同様にして、
よって
IQIQ2 + Q2Q31 = I(QIQ2 + Q2Q3)Q2Q31 = IQIQ3 + 1 = 1 + QIQ3 
IQIQ4 -Q3Q41 = I(QIQ4 -Q3Q4)Q3Q41 = IQIQ3 -11 = 1-QIQ3 
IQIQ2 + Q2Q3一(QIQ4-Q3Q4)1三2
両辺に p(Ql， Q2， Q3， Q4)を掛けて平均すれば (138)が得られる。
さて、系が2つの状態を取り、それらの聞をコヒーレントにラビ振動する場合を考え
よう。このとき、相関関数は
Kij = COS O( ti らー) (139) 
で与えられる。時間間隔をむ+1ーら =3π/(40)と選べば (137)の左辺は 1-v2となり
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る。従って、 BECが分裂して崩壊するための条件は、 hω く ηIUolである。ライス大学の
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